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Prosiguiendo con el estudio de las integrales dobles
sobre superficies, nuestro ultimo tema a tratar se basa en
buscar el valor numérico (y muy poco la representacién
vectorial) de la accién de campos vectoriales sobre superfi-
cies. Si le sirve de algo al lector, desde esta guia se tratara
(dependiendo del tiempo disponible) de publicar algunos
ejemplos resueltos, al comienzo de cada nuevo lote de ejer-
cicios.

Para empezar, resulta instructivo dar algunas interpreta-
ciones geométricas de un campo vectorial, a la vez de dar
las definiciones pertinentes al calculo con estos campos.
Una manera directa de representar un campo vectorial en el
plano o en el espacio es por medio de un dibujo de vectores.
Si el campo vectorial se denota por una F : R — R",
dibujaremos un vector F(x) con origen en el punto x. Por
ejemplo, es conocido de la Fisica que la ley que rige la
fuerza gravitacional entre dos cuerpos de masas m y M
viene dada por

Fig. 1: Campo gravitacional sobre dos cuerpos en el
espacio.

donde r = (z,y,2) y r = Va? +y? + z? (esta notacién
para el vector variable (z,y, z) serd usada como standard
en lo sucesivo). Notese que la fuerza es inversamente
propocional a la distancia que separa a los cuerpos, por
lo que los vectores del campo tienen longitud menor a me-
dida que m esta mas lejos de M. En cuanto al signo menos,
se deja al lector que (con ayuda del la Fig. 1) chequee la
direccion de los vectores resultantes.

1. Dibujar los siguientes campos vectoriales F : R? —

RZ:

Solucién: Veamos el (a). En primer lugar, F(0,0) =
(0,0). Ademas, en todos los puntos donde = 6 y es
cero, el campo es perpendicular al eje x 6 al eje y, re-
spectivamente. Si (z,y) es un punto del primer cuad-
rante, el campo tiene primera coordenada —y/2 < 0
y segunda componente x/2 > 0, por lo que la pen-
diente en este cuadrante es negativa. La situacion en
el tercer cuadrante es andloga, pero la direcciéon del
campo es contraria, ya que hay inversién en los signos
de las coordenadas. Finalmente, en el segundo cuad-
rante, ambas coordenadas son negativas, por lo que
la pendiente es positiva, y en el cuarto cuadrante, la
direccién es también positiva, cambiando sélo el sen-
tido. En todos estos casos, ||F(r)|| aumenta a medida
que el punto se aleja del origen, y el aspecto del campo
vectorial es como se indica en la Fig. 2:

Fig. 2: Campo vectorial del ejercicio 1a.



2. Por un tubo torcido en angulo fluye agua, como se
indica en la Fig. 3. En cierto instante, una particula
P se encuentra arrastrada por la corriente. Dibujar en
el mismo grafico la trayectoria descrita por el punto
P.
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Fig. 3: Flujo de agua en la tuberia del ejercicio 2.

Con estos pequenos ejemplos intuitivos, comenzaremos
a definir las operaciones mas importastes del céalculo vec-
torial.

Sea F : R?® — R3. Se define la divergencia del campo
F(r) = (P(r), Q(x), R(r)) como

g 0

ox’ Oy’ 0z
que divF = V- F . Aunque esta definicién no es intu-
itivamente clara, la nocién de divergencia tiene una inter-
pretacién fisica importante; si F es el campo de velocidad
de un flujo de gas, por ejemplo, entonces div F representa
la razén de expansion del gas por unidad de volumen y por
unidad de tiempo, es decir, la razon de cambio instantdnea
de volumen por unidad de tiempo. Se dird ademaés que F
es incompresible si V - F = 0.

y denotando formalmente! V = < ), tenemos

3. Sea F un campo vectorial tal que F no varfa en la
direccion del eje z, y las normas de los vectores de F
son cada vez menores, a medida que r se aleja del eje
y paralelamente al eje z. Determinar el signo de divF
en el punto B de la Fig. 4.

!Esta notacién es sélo simbélica; no tiene significado por si misma.
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Fig. 4: Ejercicio 3.
Solucién: Por hipétesis, — = 0. Como los vectores
del campo son paralelos al eje x, tenemos ademaés que
oQ

— =0, ya que no hay variacién en la segunda coor-

Jy

denada de este campo. Como ||F(r)|| se hace pequenia

a medida que x crece, es claro que e < 0, por lo que
z

tenemos finalmente divF < 0.

. Qué se puede decir acerca de la divergencia del campo

vectorial indicado en los puntos A, By C?
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Fig. 5: Ejercicio 4.

. Dar un ejemplo de un campo vectorial no nulo, para-

lelo al plano zz, con divergencia nula y que dependa
sélo de .

. Si c es un vector constante, f : R? — R es una funcién

diferenciable y F : R?® — R3 es un campo diferencia-
ble, demostrar que

(a) div(F+ G) =divF +div G.

(b) div(fc) =c- V.

(¢) div(fF)=Vf-F+ fdivF.

(d) div(Vf) = 922 + 5 + 9.2 (este resultado

aparece con cierta frecuencia, por lo que se le
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suele dar nombre propio: el laplaciano de f se
define como V?f = divVf. Ademss, si f satis-
face V2f =0, f se dice armdnica).

(e) V2(fg) = fV2g+gV2f+2Vf-Vg.
(f) div (fVf) = fV2f + VI

(g) div(Vf x Vf) =0,V f€C*R?3).
(h) div(rr) = 4r.

7. *Hallar todos los valores para los cuales divr"r = 0,
demostrando primero que divr"r = (n + 3)r".

c-r
8. Si f = —5~, demostrar que
r

Hallar también divV f y deducir que una solucién de
sz 2 rT+y+z

la ecuacién V°f =0 es f(r) = —5—.

T

Sea F : R? — R3. Se define el rotacional del campo
F(r) = (P(r),Q(r), R(r)) como

i j k

o 0 0
F = F=| — — —
rot V X or 9y o
P @Q R

Ademss, F se dice irrotacional si rot F = 0, en el sentido
intuitivo de la palabra; si un campo vectorial F representa
el flujo de un liquido, entonces V x F = 0 significa que
el flujo es libre de rotaciones, ya que un disco de paletas
quedaria inmévil en el liquido. Si V x F # 0, este disco
giraria dentro del flujo.

Se tienen ademas las siguientes propiedades notables.

Teorema 2.1. Si f:R3? — R es de clase C?(R?), enton-
ces
rotVi=Vx(Vf)=0.

Si F: R? — R3 es de clase C?(R3), entonces
divrotF =V - (VxF)=0.

9. Para cada uno de los siguientes campos vectoriales,
hallar la divergencia y el rotacional:

(a) F(r) = (22 + yz,9y* + 22,22 + ay).

(b) F(r) = (22 — 3y, 3z — z,y — 2x).

(c) F(r) = (2 +seny,—z + xcosy,0).

(d) F(r) = (az + by, cx + dy, f(r)), donde f es dife-

renciable y a, b, ¢, d son constantes.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

3

Demostrar que F = (22y, 22z, —zyz) no puede ser el
rotacional de ningin campo vectorial.

Demostrar que las partes reales e imaginarias de cada
una de las siguientes funciones complejas forman las
componentes de un campo vectorial incompresible e
irrotacional en el plano:

Va2 +y?
(x,y) = sen(x — iy), sabiendo que sen(x —iy) =

sen x coshy — icosx senhy.

Se sabe que la matriz jacobiana del campo vectorial F
es un punto A es

1
DF)(A)=| 3 -
-1

o = O
N O N

. Cudl es el rotacional de F en el punto A?

Demostrar las siguientes relaciones (usando las mis-

mas notaciones del ejercicio 6) entre el rotacional y la

divergencia:

(a) rot (F+ G) =rotF + rot G.

(b) rot (fF) = frotF 4+ (Vf) x F.

(c) div(FxG)=G rotF — F - rot G.

(d) V (|F||?) = 2(F - V)F + 2F x (rot F).

(e) rot (c x F) = (divF)c — D(F)c, donde D(F) es
el jacobiano del campo F y c es cosntante.

(f) rot(F x G) = (divG)F — (divF)G + (G- V)F —
(F-V)G.

(g) rot (rot F) = V(div F) — V2F, donde se entiende
que V2F es el laplaciano (cf. ejer. 6), y F tiene
segundas derivadas parciales continuas.

(h) (F-V)F = iV|F||>+ (rot F) x F.

Hallar las expresiones para la divergencia y el rota-
cional de F = F(p, 0) en coordenadas polares.

*Sean

F

(ex +y2z,2xyz,:1:y2) y
G = (ex—y22,2xyz,wy2).

Determinar cuél de los dos campos es conservativo y
hallar su potencial.
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16. Sea F(r) =
(a) Calcular divF y rot F.

(b) Hallar un campo escalar f tal que F =
Analizar este resultado con el Teorema 1.

(2zy e*, 2 e* 2%y e* +22).
Vf.

Ahora estamos listos para el calculo de flujos sobre su-
perficies.

Sea S una superficie suave en R?, parametrizada por
®: ) — S. Se dice que S es orientable si el vector normal
unitario de S:

L P X P! x D
AT
no se anula en 2. El signo + se toma de modo que n apunte
al exterior (signo +) o al interior (signo —) de S. En el
caso en que S sea cerrada, es claro cudl es el interior y el
exterior. En el caso de no serlo, quedaré claro del contexto
del problema cual serd la orientacion.

Sea F : R?® — R? un campo vectorial sobre S. Se define

el flujo de F como

H_/S/F-ds—/S/F~ndS,

donde dS se interpreta como un vector diferencial, que en
cada una de sus componentes tiene a la correspondiente
componente del vector n, multiplicada por el diferencial de
superficie de dicha componente. Asi, otra de las posibles
notaciones para calcular el flujo se presenta (en algunos
textos de Calculo) como

//F dsS = // (Pcosa+ Qcosf + Rcosvy)dS

donde cos? a+cos? 3+cos? v = 1 son los cosenos directores
de la normal unitaria a S.

Tenemos entonces que el flujo II de campo vectorial F
sobre una superficie S se puede calcular directamente por
medio de las definiciones anteriores. Pero ademaés, se tienen
dos de los teoremas mas importantes del Célculo Diferen-
cial. Se trata de los teoremas de Calculo Vectorial.

Teorema 2.2. [STOKES| Sea S C R3 una superficie suave
orientada, con frontera C' = 0S. Si n es la normal unitaria
a Sy C esta recorrida de modo que se cumpla la regla de
la mano derecha?, y t es el vector tangente unitario a 0.5,

entonces
//(rotF)-ndS:j{F-tds ,
S C

donde la integral de la derecha (denominada circulacion de
F) se calcula como una integral de linea.

2Recuerde que esta regla dice si el pulgar representa la orientacién
de n, los otros dedos dan la orientacién de la curva 95S.
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Teorema 2.3. [GAuss] Sea V C R3 un sélido y S la
superficie orientada cerrada que encierra a V, y sea F :
R3 — R? un campo vectorial sobre S. Entonces

/Z/dideV:/S/FmdS,

donde la integral de la izquierda se clacula como una integral
de volumen.

Las propiedades méas generales de estas integrales ya se
conocen (linealidad con respecto a F = A\G + uH), ademés
de las que se citan a continuacion:

1.- Si S es orientable y ST, S~ son las caras exterior e
interior, respectivamente, tenemos

//F-ndS:—/ F -ndS .
S+ S—

2.- Si ®(2) = S no es regular en todo €2, pero S se puede
parametrizar como la unién de ®1(Q1),...,®,(Q2y)
parametrizaciones regulares, entonces el flujo de F se
puede calcular como

=Y [[F-nds,
i=1 S,

donde n; es el vector tangente unitario a cada super-

17. Calcular el flujo del campo vectorial F = (z,vy, z) so-

bre el cilindro circular recto de altura h, radio r y con
eje de simetria el eje z.

z I\\I\nﬂ
]

Fig. 6: Ejercicio 17.

Solucién: Como se vé en la Fig. 6, es necesario de-
scomponer S en la unién de tres superficies regulares
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18.

o; (la superficie lateral del cilindro es o; y las “tapas”
son o9 y 03), de modo que el flujo viene dado por la
suma de los flujos sobre cada superficie. En primer
lugar, la parametrizacion de oy viene dada por

®(t,0) = (rcosf,rsenb,t) ,

donde 6 € [0,27) y t € [0,h]. Asi, el vector normal

unitario a oy es
0, — ®) x D} _ (rcosf,rsend,0)
@ < r
= (cosf,send,0)

(este resultado es obvio si uno mira el dibujo). Asi:

//F~n1dS

o1

= //(r cosf,rsenf,t) - (cosf,send,0)dS

o1
= //rdS = T//dS:r(27rrh) = 21r’h
o1 g1

(nétese que no es necesario trabajar mucho para cal-
cular esta inetgral, ya que es el area de una hoja de
papel de lados 27r y h). En segundo lugar, como las
tapas son paralelas al plano zy, no = k y ng = —Kk,
de modo que

m, =

I, = //F-ngdS
o2
= //(tcos@,tsen@,h)~(0,0,1)d5’
o2
= / hdS = h//dS:h(m*z) = 7mr?h;
o2 o2
II; = //F-ngdS

g3

= //(tcos@,tsen@,O) -(0,0,-1)dS

g3
_ //OdS — 0
o3

Finalmente, IT = Y2 | II; = (2772h) + (7r2h) + 0 =
3mr2h es el valor numérico del flujo (haga un dibujo
para convencerse geométricamente de que II3 = 0).

Calcular el flujo del vector F = 3j a través de la super-
ficie triangular de vértices Vi = (1,2,0), V2 = (0,2,0)
y V3 = (0,2,2), orientando el tridngulo de modo que
la normal apunte hacie el origen de coordenadas.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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*Hallar el flujo del campo constante F = (a,b,¢) a
través del circulo de radio R que se encuentra sobre
el plano z = k, orientdandolo de modo que la normal
apunte en direccion positiva del eje z.

Hallar el flujo del vector F(r) = r = (z,y, z) sobre la
superficie (cerrada) del cono circular recot invertido,
es decir, con el vértice en el origen, radio R y altura
H, siendo su eje de simetria el eje z.

Si f: R3 — R es continua, hallar el flujo del campo
F(r) = f(r)r a través de la esfera de radio R centrada
en el origen.

*Supongamos que una funcién de temperatura se dé
como T'(r) = r? y sea S la esfera unitaria centrada en
el origen. Calcular el flujo de calor F = —kVT de la
esfera (k > 0 es una constante).

Un campo de velocidad de un flujo de petréleo se de-
scribe por medio de F(r) = (0, /y,0) (medido en met-
ros por segundo). Calcular cudntos metros ctibicos por
segundo de petroleo atraviesan a una malla parbdlica
y=2%+22 ye[0,1].

*Calcular el flujo del campo F(r) = (—y,z,v/2)
a través de la superficie S obtenida al limitar el
parabolide z = 22 +y? con el cilindro (x—1)%2 432 = 1.

Calcular el flujo del campo F(r) = r a través de la
superficie

S:{(;U,y,z)GRP’]z:\/1+:E2+y2, x2+y2§1},

en la direccién de la normal con tercera coordenada
positiva.

Sea F(r) = (yz,zz,zy) y S la superficie (abierta) con-
formada por la mitad superior de la esfera unitaria
centrada en el origen. Calcular el flujo de F en di-
recciéon saliente a S de tres modos diferentes:

(a) Usando directamente la definicién;

(b) Usando el Teorema de Gauss;

(c) Usando el Teorema de Stokes.
Solucién:

(a) Para calcular / F - ndS por definicién, necesi-

S
tamos un vector tangente unitario, el cual viene

dado por la parametrizacién

®(0, ¢) = (cos B cos ¢, — sen ¢, sen b cos ¢) ,



donde 0 € [0,7)y ¢ € (—7/2,7/2) (se deja al lec-
tor que chequee que esta transformacién es una
caso especial de coordenadas esféricas):

o) x ¢,
"= g 0]
1 i j k
= <I>’ T —senf cos ¢ 0 cos 0 cos ¢
12 % ” —cosfsen¢p —cos¢ senfseno

(cos B cos? ¢, — cos ¢psen ¢, sen f cos? ¢)
— /cos? 0 cost ¢ + cos? gsen? ¢ + sen? 6 cost 0
(cos B cos? ¢, — cos ¢psen ¢, sen 6 cos? ¢)

| cos ¢

= (cos @ cos ¢, —sen ¢, sen f cos ¢) =

®(0,9)

lo cual era evidente, puesto que la normal a una
esfera tiene la misma direccién que el radio vec-
tor, y como la misma es unitaria, el vector normal
unitario coincide con la parametrizacién de la es-
fera (un buen dibujo hubiese ahorrado todo este
trabajo). Tenemos entonces que

//F nds = //F 0 ®)- P dS

7r/2
= —3// sen 0 cos 6 sen ¢ cos® ¢ de df

/2

" cos3 10} /2
3

sen2 6
2

0 —7/2

Para usar el Teorema de Gauss, es necesario que
S sea cerrada. Y aunque en este caso no lo es,
todavia se aplica dicho teorema, ya que definimos
¥ =SU¥Y’, donde S’ es la superficie circular que
“tapa” a S. Asi, el Teorema de Gauss dice que

/F-ndS - //F nds — //F n ds
S
= ///dldeV //F n ds
= —/FondS,
S/
ya que divF = 9y2) + O(w2) + d(y) = 0. Asi,

Oz Ay 0z

el calculo del flujo sobre la mitad superior de la
esfera queda reducido al calculo sobre el circulo o,
parametrizado por ¥(¢,0) = (tcosf,tsend,0), y
no es necesario hacer muchos calculos para darse

/F-ndS =
S
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cuenta de que tiene como normal a —k. En
definitiva

/F.ndS:—/ F-ndS

S S
21 r1

- //(tcos@,tsenQ,O)-(0,0,
o Jo

2m r1
- / 0dtdo =
o Jo

Ademas, el hecho de que rot F = 0 (verificar) y la
primera relacién del Teorema 1 dicen que existe
una f: R?> = R tal que F = Vf. Se deja como
ejercicio comprobar que cualquier f que satisfaga
esta relacion debe ser de la forma f(r) = xyz+C,
con C' constante.

—1) dtdf

Parece que no se puede aplicar el Teorema de
Stokes, ya que la integral que se pide no parece
estar en funcién de un rotacional, por lo menos
a la vista. Pero usando la segunda relacién del
teorema 1, ya habiamos observado que div F = 0,
por lo que existe un campo vectorial G tal que
rot G = F. Hallar este campo G es, en gen-
eral, muy complicado?, pero después de escribir
las componentes del rot G e igualarlas a las com-
ponentes de F, se llega a la conclusién de que

2 2 2
G = (x(yQ + z2),y(% + %), z(% + y2)>

es una solucién posible. Ademads, una parame-
trizacién para la curva frontera de S es o(f) =
(cos@,send,0), y el vector tangente (unitario) es
o'(#) = (—sen6,cos6,0). Asi, y usando el Teo-
rema de Stokes, tenemos

//(rotG)-ndS: G- o' ds
4 as

27
= / (0053 fsen — % sen® 0 cos c9> do
0

2w
=0.
0

cos* @
4

sen* @
8

0

Observacién: Los tres métodos que se usaron aqui
para resolver el problema no suelen ser tipicamente
muy efectivos para todos los tipos de problemas. Asi,
el tercer método fué el més “rebuscado” y el segundo

el mas elegante.

Decidir cual debe usarse depende

3Hay que reolver un sistema de ecuaciones diferenciales en deriva-

das parciales, las cuales se ven, muy someramente, en MA-3111.
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de la complicacién del problema y de la “astucia” del
lector.

27. *Sea S una superficie cerrada que intersecta al plano
T+ y+ z =2 en una curva simple cerrada . Usando
el Teorema de Stokes, demostrar que

I:j{(—y—2z) dr+(x —z)dy+ (2 +y) dz=0.

28. La interseccién de una superficie S con el cilindro 22 +
y? = 2 es una curva simple cerrada . Calcular

I= j{ 2122 dr + (2% + y2* — 2xy) dy + 22z dz
gl

(Sugerencia: mostrar que rot F es tangente al cilin-
dro).

29. *Usando el Teorema de Stokes, hallar el trabajo efec-
tuado por la fuerza F(r) = (z +y,y + 2z, + 2) para
desplazar una particula a los largo del contorno del
triangulo de vértices A = (2,0,0), B = (0,2,0) y
C = (0,0,2), partiendo de C y regresando a C' en
el sentido CBAC.

30. Sea ~ una curva interseccién de la esfera x2 +y?+ 2% =
2(x +y) con el cilindro 2 + y? = 2. Calcular

I:j{(2xy+2yz) de + 2 dy + vy dz
¥

(Sugerencia: comprobar que rot F-n es constante para
el cilindro).

31. *Sean F(r) = (—yz? 2y%,0) y

y={reR3|z=0?+y*, 2=6-222 2% }.

Calcular ]{ F-do, si v se recorre en sentido antihorario
gl

visto por un observador en el origen.

32. Un campo escalar f que nunca es cero, satisface las
propiedades ||f||? = 4f y div(fVf) = 10f. Evaluar la

integral de superficie / / f-dS, donde S es la superficie

S
de una esfera de radio a centrada en el origen (Suge-
rencia: usar alguna de las relaciones del ejercicio 13).

33. Cerrando de un modo adecuado las superficies abiertas
dadas y aplicando el Teorema de Gauss, calcular el
flujo de los siguientes campos vectoriales a través de
la superficie S dada, tomando la normal exterior:

(a) F(r) = (1 —2z,y,2), si
S={a2>+y*=2% 2€(0,4] }.
(b) F(r) = (*,zy,y), si
S={2?+y*=4—22€[0,4}.
34. Repetir la pregunta anterior para los siguientes ejerci-
cios, donde ahora la superficie S es cerrada, pero hac-

erlo previamente por definicién (y por lo tanto ambos
resultados deben coincidir):

(a) F(r) = (z,0,2); SE{ e=at

z=4
B 22:$2+y2

_ o z2=6—x2 -9
(¢) F(r) = (x,0,—2); S:{ Y

22 =22 + 42

(d) F(r) = (z,2y,—2); §= {

z:ﬂferyQ
o x2+y2:4
(e)F(r)—(2x7071_z)’sz{zzO,zzl
_ ) 2 +y?* =R?
(f) F(r) — ($+Zay+x7 Z+y)’ S: { z :y, Z = O

rEry+z=1

(g) F(I‘) = (y—x,z—y,az—z); S = { r=2=0

(h) Fr)=(x—y+z,y—z+z,2—2+7Y);
S={lz—y+z[+ly—z2+z[+|z—2+y|/=1}.

35. Sea S una porcién del plano a-r = 0 con area A.
Calcular el flujo del campo F(r) = b = ctte. a través
de S, en la direccion de a, en términos de a, b y A.

36. *Sea

2
F(r) = <M + 6yz?, 2z arctany, 1 —

2xz(1+ y))
1492

1492

y sea S el fragmento del paraboloide z = 1—x?—y? que
estd por encima del plano z = 0, con normal unitaria
cuya componente z es no—negativa. Calcular el flujo
de F, usando

(a) el Teorema de Gauss;



37.

38.

39.

40.

(b) el Teorema de Stokes (Sugerencia: unos minutos
de “tanteo” permiten descubrir que

2
T Yz 2 92
3
1+f’yz>

G = <2mz arctany — y, —

satisface rot G = F).

Usar el Teorema de Gauss para calcular las siguientes
integrales:

a) / / 22 dy dz +y* dz dx + 2% dx dy, donde S repre-

senta las tres caras que intersectan a los planos
coordenados del cubo de arista a con vértice en
el origen.

b) //:L‘3 dydz + > dz dx + 2% dx dy, donde S es la

S
esfera de radio a centrada en el origen.

(© /S/

z:x2+y2para0§z§1.

u-ds 2 2 2

/ / , donde S es el elipsoide m— + 'ZQ + i
p
S

1, p es la distancia perpendicular desde el origen
al plano tangente al elipsoide en el punto donde
estd situado dS y u es el vector unitario en la
direccién de la normal en dicho punto.

*Sean

{rers |1+ W4 Elor ]

<x+23,y+xz,z+y2) .

F(r) =

Calcular / F-ndS, donde n es el vector normal uni-

S
tario a S que apunta hacia el origen.

*Si
F= (2yz, —(x+3y—2),2% + z) ,

calcular / / rot F'-n dS sobre la superficie interseccion

S
de los cilindros 22 + 1% = a? y 22 + 22 = @ situada en
el primer octante.

*Si
F = (3:2 +y —4,3:cy,2xz+z2) ,

calcular / / rot F - ndS sobre

41.

42.

43.

44.

MA-2113, Guia #2

(a) la semiesfera 22 + y? + 22 = 16 por encima del
plano zy, y sobre

(b) el paraboloide z = 4 — (2% + y?) por encima del
plano zy.

**Sea ®(s,t) : B C R?® — R3 una parametrizacién
regular de una superficie S C R3, con

B={(s1t)]0<s,t—-1<1}.

Se deﬁneAi(u,v)
formula ®(u,v) =

: A c R? » R? por medio de la
®(v,u).

(a) Describir el conjunto A de manera que ® también
sea una parametrizacion regular de S. Comparar
las s-curvas y t-curvas de ® con las u-curvas y
v-curvas de ®. Hallar una relacién entre el pro-
ducto fundamental de ambas parametrizaciones.

Sea f una funcion escalar continua definida en

R3. Demostrar con detalle que el valor de
/ fdS es el mismo al usar cualquiera de las dos
S

parametrizaciones anteriores.

(c¢) SiF esun campo vectorial, ;jqué diferencia existe
entre //F‘ndSy//F‘ﬁdS, con S =®(B)y
S=®(A)?

Demostrar que el Teorema de Green es consecuencia
del Teorema de Gauss.

Sean f, g diferenciables y V un sélido en R? cuya fron-
tera es una superficie 9V = S. Demostrar la primera
identidad de Green

J[[uvg+vs-wg av = [[(rvg)-as
\%4 S

y deducir la seqgunda identidad de Green
JJJuvta=gvinyav = [[(199-gvi)-as
\% S

Recordemos que un campo escalar f se dice armdnico
si V2f(r) = 0, Vr € R3. Si f y g son arménicas,
demostrar que:

a) /‘Vf-ndSZO.
S

) //fVQ'ndS://gi-ndS.
S S
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45.

46.

47.

© [[svs-nas= [[[1v512av
S \4

*Sean f un campo escalar y F un campo vectorial
diferenciables. Si el sélido V' tiene a S como frontera,
demostrar que

//(fF)-ndS:///(Vf)-FdV+///fdivF %
Vv \%

S

(Sugerencia: seria dtil mirar de nuevo el ejercicio 13).

Sea S una superficie cerrada regular que limita un
solido V', n un vector unitario normal a S y F =
(az, by, cz), con a,b, c constantes. Demostrar que

(a) /// divn dV = érea(S).
v

(b) / F-ndS = (a+ b+ c)volamen(V).

S
o = e

Seat >0y f(r) = f(x,y, z,t) un campo escalar dife-
renciable. Demostrar la férmula

% /// fdxdydz | =

x2+y2 +Z2 St?

_ // fds + /// ‘dedydz.

I2+y2+22:t2 x2+y2+z2<t2

Respuestas a algunos de los ejercicios:

divF(B) =0, divF(A) < 0y divF(C) > 0.

5. Hay infinitas respuestas. Una de ellas es F(r) = (1,0, z).

(a) divF = 2(x + y + 2); rot F = 0.
(b) divF =0; rot F = (2,4, 6).

(¢) divF = —zseny; rot F = (1,1,0).
(

d) divF:a—i-cH—af' rotF = (af,—af,c—a)

9z’ oy’ Oz

Fig. 7: Respuestas a los ejercicios 1(d) y 1(f).

12.
14.

15.
16.

18.
19.
20.
28.

29.
32.

33.

34.

36.

37.

39.

40.
41.

rot F(A4) = (0, -3, -3).

Si F, y Fy son las proyecciones del vector F sobre las
curvas p = ctte. y § = ctte., respectivamente, y k =

(0,0,1), tenemos divF = % {gp(pr) + 881;0] y rotF =

170 OF,
F [%(PFM + 80] k.
F siy G no; f(r) = e® +ay?2.

(a) divF = (2 + 2%)ye* +2; rot F = (0,0,0).
(b) f(r) = 22y e® +22 + C; esta f es solucién, ya que segiin
el Teorema 1, rot F =rot Vf = 0.

II=-3. 21. I =47 R3f(R).
II = 7R2%c. 22. 11 = —8km.
II=rR’H. 23. I =27/3.
I1=0.

Se necesitan 6 unidades de trabajo.

8ma’.

(a) TT = 25%; (b) TT = 8.

() T=16m; (b) T =% (¢) =20 () =1
(¢) T = dm; (F) T =2R% (g) M=—1; (h) =1
II=—m.

(a) 312 (©) 57~ len3+ V2

(b) Eﬂas (d) g (:2 + b% + 012) mwabe
—E(Sﬂ—&—Sa)

(a) =167 ; (b) —4m.

(a) A={ (u,v) |ue[-1,0], ve[0,1] }.

¢) Ambas integrales son iguales en médulo, pero de signo
contrario.
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